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Andlise bayesiana de dados

A analise de dados sob a perspectiva Bayesiana resume-se a 3 etapas:

1. Definir a distribuicao a priori

o Informativa

o Nao informativa
2. Definir a fungao de verossimilhanca
3. Encontrar a distribuicao posterior

o Familias conjugadas

o Simulacgao estocastica

Todo processo de inferéncia sera baseado na distribuicao posterior
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DistribuicOes posteriores

Familias conjugadas Definicdo: familia conjugada
» As familias conjugadas podem ser utilizadas quando Seja F uma familia de distribuigbes para a
o produto 7(6) - f(x|68) possui forma fechada, ou seja, verossimilhanga f(x|6), e P uma familia de distribuigéo
resulta em uma distribuicao conhecida para a priori w(6). Dizemos que F e P sao familias
conjugadas de distribuicoes se a distribuicao posterior
» Portanto, a posterior é obtida diretamente pelo m(6]x) também for um membro de P.

teorema de Bayes

o 1 Resultado simples e conveniente
o | Restringe a escolha das distribuicdes priori e
de verossimilhanca
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DistribuicOes posteriores

Familias conjugadas
Exemplo: Beta-binomial com 7(6) ~ Beta(a, 8) e f(x|6) ~ Bin(n,0)

m(6]x) oc 7(6) - f(x|6)

OCF(OH‘ﬁ) ~1(1 _ g\B-1.
T’ 7 (

x 0a+m—1(1.__9)ﬂ+n—m—1

n

) (1 — )

Wi

Portanto, 7(6|x) ~ Beta(a* = a+ ¢, 8* = B+ n — x)
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DistribuicOes posteriores

Simulagao estocastica

» A simulagao estocastica é necessaria quando o produto 7(6) - f(x|6) ndo possui forma fechada, e resulta em uma
distribuicao desconhecida

» Portanto é necessario realizar um processo de simulacao para se construir a posterior

o 1 Aplicacao nao se restringe apenas as familias conjugadas
o | O processo de simulagao pode ser muito ‘caro” computacionalmente

e Alguns métodos de simulacao:

o Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC)

= BUGS (Bayesian interface Using Gibbs Sampler)

= JAGS (Just Another Gibbs Sampler)
o Re-amostragem por importancia (SIR - Sampling Importance Resampling)
o Monte Carlo Hamiltoniano (HMC) - Stan

e Qutros: Integrated Nested Laplace Approximation - INLA
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DistribuicOes posteriores

Independente de como a posterior foi obtida:

« E um compromisso entre a priori (que carrega o conhecimento prévio), e a verossimilhanca (que expressa o
conhecimento atual adquirido com o experimento realizado)

» Representa todo o conhecimento existente sobre o problema, portanto a inferéncia Bayesiana é baseada nesta
distribuicao

"A posterior de hoje é a priori de amanhga"
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Inferéncia

Abordagem classica

e 0 é uma quantidade desconhecida, mas fixa

e Uma amostra aleatéria x = (1, @2, ..., z,) € obtida a
partir de uma populacao indexada por 6

e Com base nos valores observados na amostra, o
conhecimento sobre 6 é obtido

Abordagem Bayesiana

e @ é uma quantidade desconhecida, e aleatoria
» Avariabilidade em 6 é expressa pela priori 7(6)

e Uma amostra aleatéria x = (1, zo, . . ., x,) € obtida
a partir de uma populacao indexada por

» A distribuicdo a priori é atualizada com essa
informacao da amostra, representada pela
verossimilhanga f(x|6)
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Estimacao por intervalo

Abordagem classica

Dizemos que o intervalo aleatério (71, T3), T1(X) < T5(X), € um intervalo de confianga para 6, com coeficiente de
conflangay=1—a,(0 < a < 1),se

PTi <0< Ty =~

Notacao:

IC(0,7%) = (11, T3)

O intervalo contém 6 com probabilidade ~

Uma vez que o parametro é fixo, o intervalo é aleatério

6 € (T, T>) com probabilidade 0 ou 1
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Estimacao por intervalo

Abordagem classica

Visualizagao de 100 intervalos de confianga

TeachingDemos: :ci.examp(reps
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Estimacao por intervalo

Abordagem Bayesiana

Chamamos de intervalo de credibilidade de vy =1 — o, (0 < a < 1), o intervalo delimitado pelos percentis [a/2] e

[1— (a/2)]
(O1a/215 Op—(a/2)))

da distribuicao posterior n(6|x) para 6.

De maneira mais geral, dizemos que (71, T2), Ty = 0}4/9) € T> = 0)1_(a/2), € Um intervalo de credibilidade para 6 com
coeficiente de conflanca « se

T
/ (0%)d =
T

Notacao:

ICr(0,7%) = (002> O1—(a/2)])

Um intervalo de credibilidade é entdo o intervalo de valores mais provaveis de 6, que soma probabilidade ~

0 € (0[a/2), 01-(a/2))) COM probabilidade ~y
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Estimacao por intervalo

Interpretacgao
Abordagem classica Abordagem Bayesiana
Temos v% de confianca de que o intervalo contém 6. Temos v% de confianga de que 6 pertence a esse

intervalo.
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Estimacao por intervalo
Exemplo (Kinas e Andrade, 2010)

Interesse: média de baleias avistadas em 10 milhas nauticas (MN)

e Em 150 MN navegadas foram realizadas 10 avistagens
» Obter a distribuicao posterior n(6|x) para o numero meédio de baleias avistadas

Caracterizagao do problema:

x = nimero de avistagens = 10
n = numero de unidades amostradas = 150/10 = 15
6 = numero médio de avistagens/10 MN

## Numero de avistagens

X <- 10

## Unidades amostradas

n <- 15

## Possiveis valores para theta (numero médio de avistagens)
theta <- seq(0, 2, length = 200)
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Estimacao por intervalo
Exemplo (Kinas e Andrade, 2010)

Suposicdes do problema:

f(x|0) ~ Poisson(nf)
7w(0) ~ Gama(a, B)
m(0]x) ~?

Posterior conjugada para n(0) ~ Gama(a, B) € f(x|0) ~ Poisson(nf):

m(6]x) oc m(0) - f(x[6)

. /Ba ea—le—ﬂe . n_xeze—ne
') !

. 0a+m—1e—0(ﬁ+n)

Portanto

m(0|x) ~ Gama(a* = a+z,B" = B+ n)
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Estimacao por intervalo

Considerando que nédo existe nenhuma informacéo prévia sobre 6, vamos assumir que 7(6) € uma priori nao informativa,
por exemplo 8 ~ Gama(a=1,8=0.1)

alfa <- 1

beta <- 0.1

## Calcula a densidade da priori
priori.ni <- dgamma(theta, alfa, beta)

Assim, os parémetros da posterior 7(6|x) ~ Gama(a* = a+ z,8* = B+ n)
(alfa.star <- alfa + x)

# [1] 11

(beta.star <- beta + n)

# [1] 15.1
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Estimacao por intervalo

Calculo da densidade da posterior com 0s novos parametros

post.ni <- dgamma(theta, alfa.star, beta.star)
plot(theta, post.ni, type = "1", xlab = expression(theta),
ylab = "Densidade de probabilidade")
lines(theta, priori.ni, 1ty = 2)
lines(theta, dgamma(theta, 1 + x, n), col = 2, 1ty = 2)
legend("topright", 1ty = c(1, 2, 2), col = c(1, 1, 2),
legend = c("Posterior", "Priori", "Verossimilhanca"))
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---- Priori
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Estimacao por intervalo

A partir da posterior Gama(a*, 8*) , podemos encontrar um intervalo de credibilidade de
y=1—a=1-0.05=0.95 = 95%, onde os intervalos serdo delimitados pelos percentis

(610.025]5 010.975))

da posterior 7(6|x)
qgamma(c(0.025, 0.975), alfa.star, beta.star)

# [1] 0.363653 1.217904
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Estimacao por intervalo

## Grafico da posterior com intervalo de credibilidade

plot(theta, post.ni, type = "1", xlab = expression(theta),
ylab = expression(pi(paste(theta, "|", bold(x)))))
abline(v = gqgamma(c(0.025, 0.975), alfa.star, beta.star),
=2, col = 2)
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Estimacao por intervalo

Considere que artigos cientificos indicam que na regidao de estudo deve-se esperar uma média de 0.45 avistagens/10 MN.
Podemos utilizar essa informacado como uma priori informativa.

 Igualando essa informacgao a esperancga da Gama:

E(X):%:0.45 = B=oor

e Como a priori deve ser informativa, podemos assumir um valor relativamente alto para o, p.ex. a = 4.5

a 4.5

B=oam 04 —

10

» Portanto ficamos com uma prioriinformativa n(6) ~ Gama(a = 4.5, 8 = 10)

alfa.i <- 4.5

beta.i <- 10

## Calcula a densidade da priori

priori.i <- dgamma(theta, alfa.i, beta.i)
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Estimacao por intervalo

i x * __ ## Visualizagao
A pOSterlor 71‘(9‘}{) ~ Gama(a o a—i_w”B o ﬁ—l_n) plot(theta, post.i, type = "1", xlab = expression(theta),

ylab = "Densidade de probabilidade")

alfa.star.i <- alfa.i + x lines(theta, priori.i, lty = 2)

beta.star.i <- beta.i + n lines(theta, dgamma(theta, 1 + x, n), col = 2, lty = 2)

## Calculo da densidade da posterior com a priori informativa legend("topright", 1ty = c(1, 2, 2), col = c(1, 1, 2),
post.i <- dgamma(theta, alfa.star.i, beta.star.i) legend = c("Posterior", "Priori", "Verossimilhanca"))
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Estimacao por intervalo

Podemos encontrar o intervalo de credibilidade ## Grafico da posterior com intervalo de credibilidade
plot(theta, post.i, type = "1", xlab = expression(theta),
ylab = expression(pi(paste(theta, "|", bold(x)))))
gqgamma(c(0.025, 0.975), alfa.star.i, beta.star.i) abline(v = gqgamma(c(0.025, ©.975), alfa.star.i, beta.star.i),

1ty = 2, col = 2)
# [1] 0.3209414 0.9144457
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Estimacao por intervalo

Um resumo simples das duas posteriores obtidas

## Inferéncia com a priori ndo informativa plot(theta, post.i, type = "1", xlab = expression(theta),

qgamma(c(.025, .5, .975), alfa.star, beta.star) ylab = expression(pi(paste(theta, "|", bold(x)))))
lines(theta, post.ni, lty = 2)

# [1] 0.3636530 0.7065247 1.2179044 legend("topright”,

legend = c("Posterior (informativa)",
"Posterior (ndo informativa)"), lty = c(1,2))

## Inferéncia com a priori informativa
qgamma(c(.025, .5, .975), alfa.star.i, beta.star.i)

# [1] 0.3209414 0.5667225 0.9144457
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