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Variaveis bidimensionais Distribuicdes conjuntas e marginais

Introducdo

(4]

Interesse no comportamento conjunto de varias variaveis.

Construc3o de tabelas de frequéncia conjunta ou funcdo de
probabilidade conjunta.

O principal objetivo & explorar relagdes (similaridades) entre as colunas
(ou linhas).

Determinar se existe associacao entre as variaveis.

Podemos ter trés situacdes:

@ Duas variaveis qualitativas

@ Duas variaveis quantitativas

@ Uma variavel qualitativa e outra quantitativa

(]

(]
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Variaveis bidimensionais Distribuicdes conjuntas e marginais

Introducdo

o Em todas as situa¢des o objetivo é encontrar as possiveis relagdes ou
associacoes entre as duas variaveis

Essas relacdes podem ser detectadas por meio de métodos graficos
ou medidas numéricas

Para efeitos praticos: existe associacdo se existe uma mudanca no
comportamento de uma variavel na presenca de outra

Exemplo:

(7]

(]

(]

@ Frequéncia esperada de pessoas com mais de 170 cm de altura
@ Frequéncia esperada de pessoas com mais de 170 cm de altura por sexo

o Se a resposta for a mesma, dizemos que n3o ha associacio
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Variaveis bidimensionais Distribuicdes conjuntas e marginais

Exemplo 5.1

Uma amostra de 20 alunos do primeiro ano de uma faculdade foi escolhida.
Perguntou-se aos alunos se trabalhavam, variavel que foi representada por X,
e o namero de vestibulares prestados, variavel representada por Y. Os dados
obtidos estdo na tabela abaixo.

X n30 sim n3o nd3o n3o sim sim n3o sim sim
Y 1 1 2 1 1 2 3 1 1 1

ndo nd3o sim n3o sim n3o n3 ndo sim ndo
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Variaveis bidimensionais Distribuicdes conjuntas e marginais

Exemplo 5.1

Distribuicdo conjunta

(X,Y) Freq

ndo,1
nio,2
ndo,3
sim,1
sim,2
sim,3
Sum 2

oONNPRHROOG
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Variaveis bidimensionais Distribuicdes conjuntas e marginais

Exemplo 5.1
Distribui¢do conjunta: tabela de dupla entrada (melhor para visualizar)
X/Y 1 2 3 Sum
ndjo 5 6 1 12
sim 4 2 2 8
Sum 9 8 3 20

Distribuicdo marginal de X

Distribuicdo marginal de Y
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Variaveis bidimensionais Distribuicdes conjuntas e marginais

Exemplo 5.2

Um estudo envolveu 345 pacientes HIV positivos, acompanhados durante um
ano, pelo setor de doencas infecciosas de um grande hospital pablico. Os
dados apresentados contém as ocorréncias relacionadas as variaveis nimero
de internacées () e namero de crises com infecgBes oportunistas (C).

/CTo 1 2 3 4
0 |8 21 8 2 0
1 |20 59 35 14 2
2 |6 11 43 28 12

o Obtenha as marginais de / e C.
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Variaveis bidimensionais Distribuicdes conjuntas e marginais

Exemplo 5.2

o Marginal de / (soma das linhas)

0 1 2 Sum
115 130 100 345

e Marginal de C (soma das colunas)

110 91 86 44 14 345
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Variaveis bidimensionais Distribuicdes conjuntas e marginais

VAs discretas: funcdo de probabilidade conjunta

Sejam X e Y duas VAs discretas originarias do mesmo fendmeno aleatério,
com valores atribuidos a partir do mesmo espaco amostral.

A funcio de probabilidade conjunta é definida, para todos os possiveis
pares de valores (X, Y), da seguinte forma:

plx,y) = PIX =x)N(Y =y)l = P(X =x, Y =y).

Ou seja, p(x,y) representa a probabilidade de (X, Y) ser igual a (x,y).

A funcdo de probabilidade conjunta também pode ser chamada de
distribuicdo conjunta ou simplesmente conjunta das variaveis.
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Variaveis bidimensionais Distribuicdes conjuntas e marginais

Exemplo 5.4

Uma empresa atende encomendas de supermercados dividindo os pedidos em
duas partes de modo a serem atendidos, de forma independente, pelas suas
duas fabricas. Devido a grande demanda, pode haver atraso no cronograma
de entrega, sendo que a fabrica / atrasa com probabilidade 0.1 e a /I com

0.2. Sejam A, e Ay os eventos correspondentes a ocorréncia de atraso nas
fabricas | e /I, respectivamente.

Para uma entrega, a indastria recebe 200 u.m, mas paga 20 para cada
fabrica que atrasar. Considere que o supermercado que recebe a encomenda
fez um indice relacionado a pontualidade de entrega. Este indice, atribuiu 10
pontos para cada entrega dentro do cronograma previsto. Denote por X o
valor recebido pelo pedido e Y o indice obtido. Obtenha a conjunta de Y e
X e as marginais de Y e X.
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Variaveis bidimensionais Distribuicdes conjuntas e marginais

Exemplo 5.5

Uma regido foi dividida em 10 sub-regides. Em cada uma delas, foram
observadas duas variaveis: nidmero de pocos artesianos (X) e nimero de
riachos ou rios presentes na sub-regido (Y). Os resultados sdo apresentados
na tabela a seguir:

Sub-regidzo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X o 0 0 0o 1 2 1 2 2 0
Y 1 2 1 0 1 O O 1 2 2

o Construa a distribui¢do conjunta e marginais de X e Y.

LEG/DEST/UFPR Variaveis bidimensionais 12 /48



Variaveis bidimensionais Distribuicdes conjuntas e marginais

Exemplo 5.5

Consideramos que cada regido tem a mesma probabilidade 1/10 de ser
escolhida. Assim a distribui¢cdo conjunta é:

X,V p(x,y)

0,0 0.1
0,1 0.2
0,2 0.2
1,0 0.1
1,1 0.1
2,0 0.1
2,1 0.1
2,2 0.1

Sum 1.0
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Variaveis bidimensionais Distribuicdes conjuntas e marginais

Exemplo 5.5

Uma forma mais conveniente é

XY o0 1 2

0 01 02 02
1 0.1 01 0.0
2 01 01 01

Para obter as marginais, efetuamos a soma nas linhas para obter a marginal
de X, e nas colunas para obter a marginal de Y. Por exemplo, P(X =0) é
obtida através de:

P(X=0)=P(X=0Y=0+PX=0Y=1)+PX=0Y=2)
=01402402=05
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Variaveis bidimensionais Distribuicdes conjuntas e marginais

Exemplo 5.5
Repetindo os calculos para todos os valores de X e Y, obtemos as marginais:
X/Y 0 1 2 P(X=x)
0 01 02 02 05
1 01 01 00 0.2
2 01 01 01 0.3
P(Y=y) 03 04 03 1.0
Marginal de X
0 1 2 Sum
05 02 03 1
Marginal de Y
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Variaveis bidimensionais Distribuicdes conjuntas e marginais

Funcdes de probabilidade marginal

Da fungdo de probabilidade conjunta p(x,y), é possivel entdo obter as
funcées de probabilidade marginais de X e Y, através da soma de uma
das coordenadas:

PX=x)=> plxy) e P(Y=y)=> p(xy)

com o somatério percorrendo todos os valores de X ou Y, conforme for o
caso.
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Variaveis bidimensionais Distribuicdes conjuntas e marginais

Exemplo 5.6

Em uma cidade, admite-se que o nimero de anos para competar o ensino
fundamental (F), e o ndmero de anos para completar o ensino médio (M)
tém funcdo de probabilidade conjunta:

(F,M)  p(f,m)
9,3 0.30
9,4 0.10 F/M 3 4 5
?653 8';2 9 03 010 0.10
104 005 10 0.2 005 0.10
10,5 0.10 11 00 0.10 0.05
11,4 0.10

11,5 0.05

O interesse estd em estudar o comportamento da variavel niimero total de
anos para completar o ensino fundamental e médio, ou seja, T = F + M.
Obtenha a distribuicdo de T.

LEG/DEST/UFPR Variaveis bidimensionais 17 /48



Variaveis bidimensionais Distribuicdes conjuntas e marginais

Exemplo 5.6

Possiveis valoresde T = F + M
Distribuicilode T=F + M

(F,M)  p(f,m) T

9.3 0.30 12 T P(T)
9,4 0.10 13 2 030
9,5 0.10 14 13 030
10,3 020 13 14 015
10,4 0.05 14 :

15 0.20
10,5 0.10 15 e 005
11,4 0.10 15 -
11,5 0.05 16
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Variaveis bidimensionais | /ASsociacao entre variaveis

Associacdo entre variaveis

@ Um dos principais objetivos de se construir uma distribuicio conjunta
de duas variaveis, é descrever a associacdo entre elas

@ Queremos conhecer o grau de dependéncia, para prever melhor o
resultado de uma delas quando conhecemos a outra

o Veremos algumas formas de medir/avaliar essa dependéncia:
@ Duas variaveis quantitativas

o Diagramas de dispers3o
o Probabilidades condicionais
o Correlac3o e covariancia

@ Duas variaveis qualitativas

o Verificacdo de proporcdes através da distribuicdo conjunta
o Medida @?
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Variaveis bidimensionais | /ASsociacao entre variaveis

Exemplo 5.7

@ Dentre os alunos do 1° ano do ensino médio de uma certa escola,
selecionou-se os quinze alunos com melhor desempenho, (nota acima de
7) em inglés. Para esses alunos, foi construida a tabela abaixo com as
notas de inglés (/), portugués (P) e matematica (M):

| v v 7 7 8 8 8 8 8 8 8 9 9 9 10
p 8 6 8 9 8 6 9 7 7 6 7 8 9 8 8
M 5 6 7 5 5 5 6 4 7 6 5 5 6 5 5

o Obtenha as distribuicdes conjuntas e graficos de dispersio.
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Variaveis bidimensionais

Associacdo entre variaveis

Exemplo 5.7 - Distribui¢des conjuntas

Inglés e Portugués:

/P 6 7 8 9
7 1 0 2 1
8 2 3 1 1
9 0 0 2 1
10 0 0 1 0
Inglés e Matematica:
/M 4 5 6 7
7 0o 2 1 1
8 1 3 2 1
9 0 2 1 0
0 0 1 0 O

Portugués e Matematica:

Variaveis bidimensionais

PM 4 5 6 7
6 01 2 0
7 1 1 0 1
8 0 5 0 1
9 01 2 0
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Variaveis bidimensionais | /ASsociacao entre variaveis

Exemplo 5.7 - Diagramas de dispersdo
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Variaveis bidimensionais | /ASsociacao entre variaveis

Probabilidade condicional para VAs discretas

o A probabilidade condicional de X = x, dado que Y = y ocorreu, &
dada pela express3o:

PX=x,Y=y)

P(Y=y)

P(X =x|Y =y)= se P(Y=y)>0.

o Duas VAs discretas sdo independentes, se a ocorréncia de qualquer
valor de uma delas n3o altera a probabilidade de valores da outra. Em
termos matematicos

P(X =x|Y =y)=P(X =x).
o Definicdo alternativa

PX=x,Y=y)=P(X=x)P(Y =y), V(x,y).
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Variaveis bidimensionais | /ASsociacao entre variaveis

Exemplo 5.8

O Centro Académico de uma faculdade de administracio fez um
levantamento da remuneracdo dos estagios dos alunos, em salarios minimos
(X), com relagdo ao ano que estio cursando (Y'). As probabilidades de cada
caso sdo apresentadas na proxima tabela, incluindo as distribuicdes
marginais.

Salario/Ano | 2 3 4 5 P(Sal = x)

2 2/25 2/25 1/25 0 5/25
3 2/25 5/25 2/25 2/25|11/25
4 1/25 2/25 2/25 4/25|9/25

P(Ano=y) | 5/25 9/25 5/25 6/25 | 1

o X e Y sdo independentes?
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Variaveis bidimensionais | /ASsociacao entre variaveis

Exemplo 5.9

Em uma clinica médica foram coletados dados em 150 pacientes, referentes
ao dltimo ano. Observou-se a ocorréncia de infecgbes urinarias (U) e o
namero de parceiros sexuais (N).

UNJO 1 2+ Total
Sim | 12 21 47 |80
Nfo |45 18 7 |70
Total | 57 39 54 | 150

o Estude a associacdo entre U e N.
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Variaveis bidimensionais | /ASsociacao entre variaveis

Exemplo 5.9

o Ao invés de trabalharmos com as frequéncias absolutas, podemos
construir tabelas com as frequéncias relativas, mas aqui existem trés
possibilidades para expressar as proporcdes:

@ em relagdo ao total geral
@ em relacdo ao total de cada linha
@ em relacdo ao total de cada coluna

o A escolha depende do objetivo do estudo, mas n3o altera a conclusio
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Variaveis bidimensionais

Associacdo entre variaveis

Exemplo 5.9

o Tabela com porcentagens em relacdo ao total de coluna.

U/N

0 1 2 +

Total

Sim
N3o

21,1% 53,8% 87,0%
78,9% 46,2% 13,0%

53,3%
46,7%

Total

100% 100% 100%

100%

o Independente de N, a porcentagem de pessoas com infeccio & 53,3%
(46,7% sem infecgdo).

o Caso n3o exista associacdo de U com N, deveriamos esperar
porcentagens similares em cada valor de N (independéncia).

o Analisar os percentuais em relacdo ao total das linhas levaria 8 mesma

conclus3o.

LEG/DEST/UFPR
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Variaveis bidimensionais | /ASsociacao entre variaveis

Exemplo 5.10

Os dados abaixo representam uma amostra de 80 familias de um certo
bairro, onde T é o nimero de pessoas que trabalham na familia, e A é o
niamero de adolescentes entre 12 e 18 anos.

T/A 0 1 2 3 4 Sum
0 5 4 2 3 1 15
1 2 8 6 4 1 21
2 4 8 8 5 2 27
3 4 2 2 5 4 17
Sum 15 22 18 17 8 80

o Verifique a associacdo entre as duas variaveis.
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Variaveis bidimensionais | /ASsociacao entre variaveis

Exemplo 5.10

Assim como no exemplo anterior, podemos usar os totais de coluna e
calcular as frequéncias relativas

T/A 0 1 2 3 4 Sum
0 033 018 011 018 012 019
1 013 036 033 024 012 026
2 027 036 044 029 025 034
3 027 0.09 011 029 050 021

Sum 1.00 100 100 100 100 1.00

o Caso houvesse independéncia, as frequéncias de cada valor de A
deveriam ser préximas das frequéncias marginais de T (Gltima coluna).

o Podemos também verificar se as frequéncias absolutas de cada
coluna de A se distribuem de maneira proporcional.

o Dessa forma, calculamos as frequéncias esperadas, caso houvesse
independéncia.
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Variaveis bidimensionais | /ASsociacao entre variaveis

Exemplo 5.10
Distribuicdo marginal de T Distribuicdo de T/A=0
T Freq  Freq. rel. T/A=0  Freq. obs.
0 15 0.19 0 5
1 21 0.26 1 2
2 27 0.34 2 4
3 17 0.21 3 4
Sum 80 1.00 Sum 15
Freq. esp. = Freq. rel. x Total de col. T/A=0  Freq. obs.  Freq. esp.
2.85 =0.19 x 15 0 5 285
1 2 3.90
3.90 =0.26 x 15 2 4 5.10
3 4 3.15
5.10 =0.34 x 15 Sum 15 15.00
3.15=0.21 x 15
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Variaveis bidimensionais | /ASsociacao entre variaveis

Exemplo 5.10

Fazendo o mesmo processo para todas as colunas, obtemos a tabela com as
frequéncias esperadas

T/A 0 1 2 3 4 Sum
0 281 412 338 319 15 15
1 3.04 578 473 446 21 21
2 506 743 6.08 574 27 27
3 319 467 38 361 17 17

Sum 15.00 22.00 18.00 17.00 8.0 80

que podemos comparar com a tabela de frequéncias observadas

T/A 0 1 2 3 4 Sum
0 5 4 2 3 1 15
1 2 8 6 4 1 21
2 4 8 8 5 2 27
3 4 2 2 5 4 17
Sum 15 22 18 17 8 80
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Variaveis bidimensionais | /ASsociacao entre variaveis

Exemplo 5.10

Agora podemos quantificar as diferencas entre as frequéncias observadas
(0jj), e as frequéncias esperadas (e;j;) através de

@=3 (05 — e;)°

o
i y
Dessa forma, temos:

5 —2.81)2 4—1.7)?
Q2:(281)+...+(17):12.63

Se as frequéncias esperadas fossem muito préximas das observadas,
esperariamos que esse valor fosse préximo de zero.

Como o valor é relativamente alto, ha uma indicacdo de que as duas
variaveis s3o dependentes.
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Variaveis bidimensionais | /ASsociacao entre variaveis

Correlagdo entre variaveis num conjunto de dados

o Considere um conjunto de dados com n pares de valores para as
variaveis X e Y. O coeficiente de correlacio mede a dependéncia linear
entre as variaveis e é calculado por

_ Pialxi = X)(vi — )
pPXY = .
VIS Gy = RIS 0 - 9)2]

o Formula mais conveniente para célculos

oxy = D iy XiYi — nXy
VIS f — 02, vf - 07

o Note que —1 < pxy < 1.
o Observacio: pxy = 0 ndo indica independéncia.
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Variaveis bidimensionais | /ASsociacao entre variaveis

Exemplo 5.11

A quantidade de chuva & um fator importante na produtividade agricola.
Para medir esse efeito foram anotados, para 8 diferentes regides produtoras

de soja, o indice pluviométrico em milimetros (X) e a produgdo do dltimo
ano em toneladas (Y).

X 120 140 122 150 115 190 130 118
Y 40 46 45 37 25 54 33 30

o Determine o coeficiente de correlac3o.
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Variaveis bidimensionais | /ASsociacao entre variaveis

Exemplo 5.11

25 30 35 40 45 50 5
|
o

120 140 160 180

43245 — 8 x 135.63 x 38.75 B
/[151533 — 8 x 135.63%][12640 — 8 x 38.757]

XYy =

i
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Variaveis bidimensionais | /ASsociacao entre variaveis

Propriedades de esperanca de VAs

Para podermos definir medidas de dependéncia entre VAs discretas,
precisamos das seguintes propriedades de esperanca de VAs.

Valor esperado da soma de VAs

Para variaveis aleatérias X e Y, vale sempre que

E(X +Y) = E(X)+ E(Y)
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Variaveis bidimensionais | /ASsociacao entre variaveis

Voltando ao exemplo 5.6

F/M 3 4 5 Sum

9 03 010 010 0.50 Distribuiciode T=F+ M
10 02 005 010 035

11 0.0 0.10 0.05 0.15
Sum 05 025 025 1.00 T 12.0 13.0 14.00 15.0 16.00

P(T) 03 03 015 02 005

E(F)=9x054--- 411 x 0.15 = 9.65
E(M)=3x05+--45x 0.25 = 3.75

E(F+M)=12x034---+16 x 0.05 = 13.4

ou
E(F + M) = E(F) + E(M)
=0.75+3.75
=134
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Variaveis bidimensionais | /ASsociacao entre variaveis

Propriedades de esperanca de VAs

Valor esperado do produto de VAs

Para X e Y variaveis aleatérias discretas independentes, temos

E(XY) = E(X)E(Y)

IMPORTANTE
X e Y independentes = E(XY) = E(X)E(Y)

| A\

No entanto:

E(XY)=E(X)E(Y) # X e Y independentes

A
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Variaveis bidimensionais | /ASsociacao entre variaveis

Exemplo 5.13

Considere as variaveis W e Z com a seguinte distribuic3o:

w/z 2 3 4 Sum
-1 017 000 025 042 g(;V)_:z—l X20'42 o ': 10X 0‘_423§ 0
0 000 008 008 0.17 (Z) =2x025+---4+4x05=325
1 008 017 017 0.42

Sum 025 0.25 0.50 1.00

A variavel WZ tera ent3o a distribuicio

Wz -4.00 -2.00 0.00 200 3.00 4.00
pWZ 0.25 0.17 0.17 0.08 0.17 0.17

E(WZ)=—4x025+--+4x0.17 =0 = E(W)E(2)

Mas, verifique que W e Z nio sdo independentes!
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Variaveis bidimensionais | /ASsociacao entre variaveis

Covariancia de duas VAs

Uma medida de dependéncia linear entre X e Y €& a covariancia:
Cov(X,Y) =oxy = E[(X — ux)(Y — py)]-
Uma forma alternativa (mais facil de calcular) é:

Cov(X,Y) = oxy = E(XY) — E(X)E(Y)

Variancia da soma de duas VAs

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) +2Cov(X,Y)
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Variaveis bidimensionais

Associacdo entre variaveis

Exemplo 5.14

@ As variaveis U e V tém a seguinte distribuicdo conjunta.

u/v 2 4 6 8 10 |P(U=u)
2 01 0 0 0 0 0.1

3 0 02 0 0.1 0 0.3

4 0 0 02 0 0 0.2

5 0 01 00 02 O 0.3

6 0 0 0 0 0.1 0.1

P(V=v)|01 03 02 03 011

o Calcule a covariancia entre U e V.
Variaveis bidimensionais



Associacdo entre variaveis

Variaveis bidimensionais

Exemplo 5.14

Marginais de U, V, e UV:
Calculo da covariancia:

U 20 30 40 50 6.0 E(U)=4
pU 01 03 02 03 0.1 E(V)=6
E(UV) =26
V. 20 40 60 80 100
pV. 01 03 02 03 0.1 Cov(U, V) = E(UV) — E(U)E(V)
=26—-24
=2

uv 40 120 20.0 240 40.0 60.0
pUv 0.1 0.2 0.1 0.3 0.2 0.1
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Variaveis bidimensionais | /ASsociacao entre variaveis

Correlacdo de duas VAs

O coeficiente de correlacio entre as VAs discretas X e Y é calculado por:

@ A divisdo pelo produto dos desvios padrio serve para padronizar a
medida

@ Permite comparacdo entre quaisquer outras variaveis, pois
—1<pxy <1

o Valores mais préximos de +1 indicam correlacdo forte
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Variaveis bidimensionais | /ASsociacao entre variaveis

Exemplo 5.15

o Para os dados do exemplo 5.5 calcule a covariancia e a correlacdo.

Sub-regislo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X o o o o 1 2 1 2 2 0
Y 1 2
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Exemplo 5.15

Anteriormente ja obtivemos a conjunta e as marginais de X e Y:

X/Y 0 1 2 P(X=x)
0 01 02 02 05
1 01 01 00 0.2
2 01 01 01 03
P(Y=y) 03 04 03 1.0

A marginal de XY &

XY 0.0 1.0 20 4.0
pXY 07 01 01 0.1
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Exemplo 5.15

Com isso:
E(X)=08 E(Y)=1 E(XY)=07

Var(X) = 0% = 0.76  Var(Y) = 0% = 0.6

Assim, a covaridncia sera:

Cov(X,Y)=E(XY)—-E(X)E(Y)=07-08x1=-0.1
E a correlacio sera:

Cov(X, Y) —0.1

_ _ — 015
XY = oy V/0.76,/0.6
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Exercicios

Exercicios recomendados

o Secdo 5.1-1,2, 3,4eb5.
o Secdo52-1,2,3,4,5¢e6.
o Secio 5.3-1, 6, 15, 17, 28, e 29.

LEG/DEST/UFPR Variaveis bidimensionais 48 /48



	Variáveis bidimensionais
	Distribuições conjuntas e marginais
	Associação entre variáveis

	Exercícios

