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Introducdo

Introducdo

Um problema comum é o estudo da relacdo entre duas variaveis, X e Y.

Na pratica, procura-se uma funcio de X que explique Y, ou seja,

X,Y = Y ~ f(X)

Essa relacdo, em geral, ndo é perfeita, ou seja, existem erros associados.
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Introducdo

Introducdo

Uma das preocupacdes estatisticas ao analisar dados é a de criar modelos
do fendmeno em observacio.
As observacdes frequentemente estdo misturadas com variacdes acidentais

ou aleatdrias.
Assim, & conveniente supor que cada observacdo é formada por duas partes:
uma previsivel (ou controlada) e outra aleatdria (ou n3o previsivel), ou seja

(observacdo) = (previsivel) + (aleatério)
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Introducdo

Introducdo

(observagdo) = (previsivel) + (aleatério)

A parte previsivel, incorpora o conhecimento sobre o fenémeno, e é
usualmente expressa por uma funcdo matematica com parametros
desconhecidos.

A parte aleatéria deve obedecer algum modelo de probabilidade

Com isso, o trabalho é produzir estimativas para os pardmetros
desconhecidos, com base em amostras observadas.
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Introducdo

Introducdo

(observacdo) = (previsivel) + (aleatério)
Matematicamente, podemos escrever
yi=0+¢
onde
o y; = observacio i
o O = efeito fixo, comum a todos os individuos

o ¢; = “erro” da observacio i, ou efeito residual ou aleatério

e; pode ser considerado como o efeito resultante de varias caracteristicas que
ndo estdo explicitas no modelo.
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Introducdo

Introducdo

Exemplo: considerando que o peso médio da populagio é de u = 62 kg,
ent3o o peso de cada pessoa y; pode ser descrita pelo seguinte modelo

yi =02+ e

onde 6 = p, e cada e; determinara o peso de cada pessoa, em fungdo de
diversos fatores como: altura, sexo, idade, pais, ..., ou seja

e; = f(altura, sexo, idade, pais, . . .)

Ou seja, a medida que relacionamos o peso com outras variaveis,
ganhamos informac3o e diminuimos o erro.
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Introducdo

Introducdo

Por exemplo, podemos relacionar os pesos de 5 pessoas com suas respectivas
alturas.

70

Peso (kg)

55
|
°

T T T T T T T
166 168 170 172 174 176 178

Altura (cm)

E notamos que existe uma aparente relacdo linear entre estas variaveis.
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Introducdo
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Introducdo

Introducdo

Como o peso depende da altura de maneira linear, podemos ent3o aprimorar
o modelo anterior incorporando essa informac3o.
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Introducdo

Introducdo

Um modelo linear entre duas variaveis X e Y, & definido matematicamente
como uma equacio com dois pardmetros desconhecidos,

Y = Bo+ 81X
Sendo assim, o modelo anterior onde conheciamos sé a média ,
Yi=put+e
pode ser reescrito como
yi = Bo + B1altura + &
Note que o erro deve diminuir, pois agora
e; = f(altura, sexo, idade, pais, . . .)

ou seja, incorporamos uma informac3o para explicar o peso, que antes estava
inserida no erro.
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Introducdo

Introducdo

No exemplo anterior, notamos que o peso é uma variavel dependente
(linearmente) da altura.

A analise de regressdo é a técnica estatistica que analisa as relacdes
existentes entre uma Gnica variavel dependente, e uma ou mais variaveis
independentes.

O objetivo €& estudar as relacdes entre as variaveis, a partir de um modelo
matematico, permitindo estimar o valor de uma variavel a partir da outra.

o Exemplo: sabendo a altura podemos determinar o peso de uma pessoa,
se conhecemos os pardmetros do modelo anterior
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Introducdo

Introducdo

O problema da analise de regressdo consiste em definir a forma de relacio
existente entre as variaveis.

Por exemplo, podemos ter as seguintes relacdes

Y = Bo+ /X linear
Y = B X5 poténcia
Y = By X exponencial
Y = Bo + B1X + BoX? polinomial

Em todos os casos, a variavel dependente ¢ Y, aquela que sera predita a
partir da relacdo e da variavel independente X
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Regress&o linear

Regressdo linear

Em uma analise de regressao linear consideraremos apenas as variaveis
que possuem uma relacdo linear entre si.

Uma analise de regressio linear miltipla pode associar k variaveis
independentes (X) para “explicar” uma Gnica variavel dependente (Y),

Y = B0+ L1 Xt + o Xo+ -+ Bk Xk + e

Uma analise de regressdo linear simples associa uma anica variavel
independente (X) com uma variavel dependente (Y),

Y =0+/X+e
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Regress&o linear

Regressdo linear

Assim, dados n pares de valores, (X1, Y1), (X2, Y2),...,(Xn, Ya), se for
admitido que Y é func3o linear de X, pode-se estabelecer uma regressio
linear simples, cujo modelo estatistico é

Yi=0Bo+ 5 Xi+e, i=12,..,n

onde:

e Y é a variavel resposta (ou dependente)

@ X é a variavel explicativa (ou independente)

@ [ é o intercepto da reta (valor de Y quando X = 0)

@ (1 é o coeficiente angular da reta (efeito de X sobre Y)
o e~ N(0,02) & o erro, ou desvio, ou residuo

O problema agora consiste em estimar os pardmetros 3y e [31.
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Regress&o linear

Interpretacdo dos pardmetros

Bo representa o ponto onde a reta corta o eixo Y (na maioria das vezes ndo
possui interpretagdo pratica)

(31 representa a variabilidade em Y causada pelo aumento de uma unidade
em X. Além disso,

@ 1 > 0 mostra que com o aumento de X, também ha um aumento em
Y

@ (51 = 0 mostra que ndo ha efeito de X sobre Y
@ 1 < 0 mostra que com a aumento de X, had uma diminuicdo em Y
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Regress&o linear

Interpreta¢do dos parametros
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Regress&o linear

Estimacdo dos pardmetros

Como através de uma amostra obtemos uma estimativa da verdadeira
equagio de regressdo, denominamos

Yi = Bo + X

ou seja, Y; é o valor estimado de Y, através das estimativas de [y e (31,
que chamaremos de 3y e /1.

Para cada valor de Y}, temos um valor Y; estimado pela equacio de
regressao,

Yi=VYi+e
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Regress&o linear

Estimacdo dos pardmetros

Portanto, o erro (ou desvio) de cada observagdo em relagdo ao modelo
adotado sera

=Y -V
ei = Yi— (Bo + £1X)

Devemos entdo adotar um modelo cujos pardmetros 3y e (31, tornem esse
diferenca a menor possivel.

Isso equivale a minimizar a soma de quadrados dos residuos (SQR), ou
do erro,

SQR = [Yi — (Bo + LX)
i—1
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Regress&o linear

Estimacdo dos pardmetros

O método de minimizar a soma de quadrados dos residuos é denominado de
método dos minimos quadrados.

Para se encontrar o ponto minimo de uma func¢do, temos que obter as
derivadas parciais em relacdo a cada pardmetro,

OSQR n

i 2§[n —Bo — ALX)(-1)
OSQR | < , oy
851—2;[3’:—50—51%]( Xi)

e igualar os resultados a zero

. OSQR . OSQR
bo="p5 =0 & P="3"=0

LEG/DEST/UFPR Regresséo e correlagdo 21/ 46



Regress&o linear

Estimac3do dos pardmetros

Dessa forma, chegamos as estimativas de minimos quadrados para os

parametros 3y e [1:
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Regress&o linear

Exemplo

A tabela a seguir relaciona as distancias percorridas por carros (km) e seus
consumos de combustivel (litros), em uma amostra de 10 carros novos.

Distancia 20.00 60.00 15.00 45.00 35.00 80.00 70.00 73 28.00 85.00
Consumo 1.33 5.45 1.66 3.46 2.92 6.15 4.11 5 2.95 6.54

Com isso:

@ Faca um diagrama de dispersio

@ Tragce um modelo linear aproximado

@ Estime os pardmetros BO e Bl

@ Interprete o resultado. Pode-se concluir que para percursos mais longos
ha maior consumo de combustivel?

@ Faca uma predicido do consumo de combustivel para uma distancia de
50 km.
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Regress&o linear

Exemplo

Consumo (1)
4

0 20 40 60 80

Distancia (km)
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Regress&o linear

Exemplo

A tabela a seguir relaciona os pesos de carros (t) e o rendimento de
combustivel (em km/l), para uma amostra de 10 carros.

Peso 1.32 1.59 1.27 1.99 1.13 1.54 1.36 15 1.27 1.09
Rendimento  13.18 11.45 12.33 10.63 13.18 12.33 11.90 11.9 11.90 14.00

Com isso:

@ Faca um diagrama de dispersio

@ Trace um modelo linear aprOX|mado

@ Estime os parametros 50 e 51

@ Interprete o resultado. O que vocé pode concluir a respeito do
rendimento?

@ Faca uma predicdo do rendimento de combustivel para um veiculo com
peso de 1.8 t.
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Regress&o linear

Exemplo
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Correlagdo

Correlacdo

Até agora o interesse estava em estudar qual a influéncia de uma V.A. X
sobre uma V.A. Y, por meio de uma relacio linear.

Assim, em uma analise de regressio é indispensavel identificar qual variavel é
dependente.

Na analise de correlacdo isto ndo é necessario, pois queremos estudar o
grau de relacionamento entre as variaveis X e Y, ou seja, uma medida de
covariabilidade entre elas.

A correlacio é considerada como uma medida de influéncia matua entre
variaveis, por isso ndo é necessario especificar quem influencia e quem é
influenciado.
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Correlagdo

Correlacdo
O grau de relagao entre duas variaveis pode ser medido através do
coeficiente de correlagao linear (r), dado por

r= S Py Xiyi — Ky  Couxy)
\/[ZJ"’:]_ Xj2 - I7)_<2][ZJ'.':1 yj2 — ny?) DP(X) - DP(Y)

onde
-1<r<1

Portanto,
o r = 1 correlacdo positiva perfeita entre as variaveis

o r = 0 ndo ha correlacdo entre as variaveis
o r = —1 correlacdo negativa perfeita entre as variaveis
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Correlagdo

Correlacdo

Existem muitos tipos de associacdes possiveis, e o coeficiente de correlacdo
avalia o quanto uma nuvem de pontos no grafico de dispersdo se aproxima
de uma reta.
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Correlagdo

Coeficiente de determinacio

O coeficiente de determinagdo (r?) é o quadrado do coeficiente de
correlacdo, por consequéncia

0<r?<1

O r? nos da a porcentagem de variacdo em Y que pode ser explicada
pela variavel independente X.

Quanto mais préximo de 1, maior é a explicacdo da variavel Y pela variavel
X.
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Correlagdo

Correlacdo
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Correlagdo

Exemplo

Usando os dados do primeiro exemplo anterior, calcule o coeficiente de

correlacdo e o r?.

Distancia 20.00 60.00 15.00 45.00 35.00 80.00 70.00 73 28.00 85.00
Consumo 1.33 5.45 1.66 3.46 2.92 6.15 4.11 5 2.95 6.54

P Xi=511 YT ,Y:;=3957 YT, XY, =2419.6
S0 X?=32113 >0, Y2 =185.9137
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Correlagdo

Exemplo

Consumo (1)
4

Distancia (km)
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Correlagdo

Exemplo

Usando os dados do segundo exemplo anterior, calcule o coeficiente de

correlacdo e o r?.

Peso 1.32 1.59 1.27 1.99 1.13 1.54 1.36 15 1.27 1.09
Rendimento  13.18 11.45 12.33 10.63 13.18 1233 11.90 11.9 11.90 14.00

ST Xi=1406 > T,Y;=1228 3", XY;=170.7045
ST X?=120.3926 >0, Y?=1516.412
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Correlagdo

Exemplo
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Correlagdo

Teste para o coeficiente de correlacio

Usualmente definimos o coeficiente de correlacdo para uma amostra, pois
desconhecemos esse valor para a populacio.

Uma populacdo que tenha duas variaveis n3o correlacionadas pode produzir
uma amostra com coeficiente de correlacio diferente de zero.

Para testar se uma amostra foi colhida de uma populagdo para o qual o
coeficiente de correlacio entre duas variaveis é nulo, precisamos obter a
distribuicdo amostral da estatistica r.
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Correlagdo

Teste para o coeficiente de correlacio

Seja p o verdadeiro coeficiente de correlagdo populacional desconhecido.

Para testar se o coeficiente de correlcdo populacional é igual a zero,
realizamos um teste de hip6tese com

Hyo:p=0
Hy:p#0
A estatistica de teste utilizada é

n—2
1—r2

tealc = 1

que tem distribuicdo t de Student com n — 2 graus de liberdade.
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Correlagdo

Teste para o coeficiente de correlacio
Procedimentos gerais

o Usar as hipétestes:
Hy:p=0 vs Hy:p#0

o Definir um nivel de significancia a (ex.: o = 0,05)

o Determinar a regido de rejeicdo com base no nivel de significancia —
terit (com n — 2 graus de liberdade)

o Calcular a estatistica de teste, sob a hipétese nula

n—2

teale = 1 1_,2

@ Rejeitar a hipdtese nula se a estatistica de teste calculada estiver dentro
da regido de rejeicdo ou |teaic| > |terit]
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Correlagdo

Exemplo

Usando os dados dos exemplos anteriores, realize os testes de hipétese para
o coeficiente de correlagdo p, usando um nivel de 5% de significancia.

o Distancia (km) x Consumo (I) — r = 0.95
@ Peso (t) x Rendimento (km/l) — r = —0.85
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Correlagdo

Exemplo

Para o primeiro exemplo - Distancia (km) x Consumo (1)
Hipoteses: Hy: p=0vs Hy: p#0
a=0.05= tg; =2.306 = RC={tcR:t< —2.306o0ut>2306}

n—2 [/ 10 -2
=0.954/ ———— = 8.605
1—1r2 1—0.952

Como |teaic| = 8.605 > 2.306 = |tit| = Rejeita Hyp

teale = r

LEG/DEST/UFPR Regressdo e correlagdo 41 /46



Correlagdo

Correlacdo

ATENCAO! — Correlacio ndo implica causacio!

Existir uma correlagdo (positiva ou negativa) entre duas VAs X e Y/,
mesmo que significativa, ndo implica que X causa Y.

Varios exemplos em Spurious correlations:
http://www.tylervigen.com/spurious-correlations
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Correlagdo

Correlacio
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Figure 1. Correlation between Countries' Annual Per Capita Chocolate Consumption and the Number of Nobel

Laureates per 10 Million Population.
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Correlacdo

Global Average Temperature vs. Number of Pirates
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Exercicios recomendados

Exercicios recomendados

o Segdo 9.5 - 1, 2 (fazer o teste para correlagdo), 3 (fazer o teste para
correlagdo e ndo fazer o teste da letra b).

@ Secd0 9.6 - 22 (faga o teste de correlagdo), 23 (faga o teste de
correlagdo), 24 (fazer teste de correlagdo e ndo fazer letra c), 25, 26
(faga o teste de correlagdo), 28 (faca o teste de correlagdo).

o Use o = 0.05 em todos os testes.
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