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Introdugio
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Introducao
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Dados de contagens

» Contagem = Ntimero de eventos por unidade de observagao.
» Alguns exemplos de problemas envolvendo contagens:
@ Numero de acidentes em uma rodovia por semana;
@ Numero de automéveis vendidos por dia;
© Numero de gols marcados por times de futebol por partida;
© Numero de falhas por metro de fio de cobre produzido;
@ Numero de coldnias de bactérias por 0, 01mm? de uma dada cultura ...

» Distribui¢des com suporte nos inteiros ndo negativos.
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Regressdo para dados de contagens

v

Modelos de regressdo: sdo utilizados para modelar a distribuicdo de uma varidvel aleatéria Y
condicional aos valores de um conjunto de varidveis explicativas x1, x2, ..., Xp.

v

Modelos de regressdo para contagens sdo ainda pouco conhecidos e utilizados por
pesquisadores da 4rea aplicada

v

Distribuicdes para contagem > Modelos para contagem > Modelos implementados >
Modelos utilizados.

v

A aplicacdo de modelos de regressdo com erros normais na andlise de contagens, embora
frequente, em geral é desaconselhdvel.
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Regressdao com erros normais na andlise de dados de contagens

O modelo linear Normal
» Nao considera a natureza discreta dos dados;
» Ndo considera a relacdo média varidncia ndo nula de contagens;
» Nao impede valores negativos para a média;
Transformacdo na resposta
» Dificulta a interpretacdo dos resultados;
» A transformagdo logaritmica tem problemas para valores zero;

» Pode ndo garantir homocedasticidade;
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Distribuicdao de Poisson

» A distribuigdo de Poisson é a candidata imediata e referéncia para a andlise de dados de
contagens.

» Funcéo de probabilidades:

P(Y=k) = _k! . k=0,1,2,...;4>0.

> Se os eventos sob contagem ocorrem independentemente e sujeitos a uma taxa constante
u > 0, sob o modelo Poisson, para um intervalo de exposi¢do de tamanho ¢ tem-se:

—ut k
P(Yt:k):#r k:0,1,2,...
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Propriedades da distribuicao de Poisson

Dentre as principais propriedades da distribuicdo de Poisson, tém-se:

» Média: E(Y) = i;

» Varidncia: var(Y) = pu (equidispersao);

» Razdo de probabilidades sucessivas: % = %, gerando a relagdo de recorréncia:
P(Y=kk=P(Y=k—-1)A

» SeY1,Ys, ..., Yy sdo va’s independentes com Y; ~ Poisson(y;), e ¥ y; < oo, entdo
Y. Y; ~ Poisson(}_ ;).
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Motivagdes para a distribuicao de Poisson

v

Se o tempo decorrido entre sucessivos eventos é uma varidvel aleatéria com distribuicdo
exponencial de média A = 1/, entdo o niimero de eventos ocorridos em um intervalo ¢ de
tempo tem distribui¢do de Poisson com média yt.

v

A distribuigdo exponencial tem a propriedade de falta de meméria.
A taxa de risco é constante

v

ey — SO

1—F(t)

» Logo, Poisson estd associado a eventos com taxa de risco constante.
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Processo de Poisson

O Processo de Poisson configura um processo de contagem em que Y (f),t > 0, representa o
numero de eventos que ocorrem até t, satisfazendo:

@ Y(t) é inteiro e ndo negativo;

@ Paras <t Y(s) <Y(t);

@ Y(t) — Y(s) é o numero de eventos que ocorrem no intervalo (s, ];

© O processo é estaciondrio:

Y(ts+5) = Y(t +35)  Y(t) — Y(11),¥s > 0

@ O processo tem incrementos independentes, ou seja, os nimeros de eventos verificados em
intervalos disjuntos sdo independentes.
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Introdugio

Diferentes padrdes em processos de contagens

Subdisperséo

persao

Superdis|

persao

Equidis

Figura: Ilustragdo de diferentes tipos de processos pontuais convertidos em contagens.
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Introdugio

» Numero de capulhos no algodao.
» Numero de vagens e graos de soja.
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O desafio de dados de contagem

» Poisson implica equidispersao, ou seja, E(Y) = var(Y) = u.

» Na prética podemos ter
» Subdispersdo E(Y) > var(Y);
» Superdispersdo E(Y) < var(Y).

» Desvios da equidispersao implicam:
» Mais ou menos zeros e
» Caudas mais leves ou mais pesadas que o modelo Poisson.
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Causas da ndo equidispersao

v

Desvios do processo Poisson;

v

Heterogeneidade entre unidades amostrais.

v

O que acontece caso o modelo Poisson seja usado para dados ndo equidispersos?

@ Superdispersdo: erros padroes subestimados.
@ Subdispersao: erros padrdes superestimados.

v

Ambos os casos 0 modelo Poisson resulta em erros padrdes ndo-confidveis o que implica em
inferéncias incorretas.
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Como lidar com a ndo equidispersao

> Relaxar a suposicdo sobre o tempo entre eventos: e.g. Gamma-Count.
> Incluir efeitos aleatdrios ao nivel das observagodes. e.g. Poisson-Tweedie.

» Modificar a distribui¢do de Poisson incluindo um parametro extra de dispersao. e.g.
COM-Poisson.
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Escopo deste Curso

v

Curso de curta duragdo para nivel graduacao.

v

Escolhemos modelos com principos diversos.

v

Acomodar super e sub-dispersao.
» Tratar respostas independentes.

v

Fazer a implementacéo.

v

Motivado por aplicacdes em dados de experimentos.
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Distribui¢Ges para contagens: propriedades e modelos de regressiao

2

DistribuicOes para contagens:
propriedades e modelos de
regressao
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Distribui¢Ges para contagens: propriedades e modelos de regressiao Distribuicao Poisson

2.1

Distribui¢des para contagens: propriedades e
modelos de regressao

Distribuic¢ao Poisson
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Distribui¢Ges para contagens: propriedades e modelos de regressiao Distribuigao Poisson
Distribui¢ao Poisson

» Fungdo de probabilidade

]4]/

flyiw) = reei-p
1
= i oPley—expighh vy €No, @
onde ¢ =log{u} € Rex(¢) = exp{¢} denota a fun¢do cumulante.

> E(Y) =«'(¢) = exp{p} = pu.
> var(Y) = x'(¢) = exp{g} = .

» Em R temos dpois().
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Distribui¢Ges para contagens: propriedades e modelos de regressiao Distribuigao Poisson
Regressao Poisson

v

Considere (y;, boldsymbolx;),i =1,...,n, onde y;’s sdo iid realiza¢des de Y; de acordo com a
distribui¢do Poisson.

v

Modelo de regressao Poisson
Yi ~ P(;), sendo p;i=g '(x;i'B),

onde x; and B sdo vetores (p x 1) de covaridveis conhecidas e parametros de regressao.

v

EmR temos glm(..., family = poisson).

v

g funcdo de ligacao (log link).
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Distribui¢Ges para contagens: propriedades e modelos de regressiao Distribuicio Gamma-Count

2.2

Distribui¢des para contagens: propriedades e
modelos de regressao

Distribui¢ao Gamma-Count
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s para contagens: propriedades e modelos de regres: Distribuicio Gamma-Count
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Distribui¢oes para contagens: propriedades e modelos de regressao Distribuicio Gamma-Count
~ A .
Durac¢ao dependéncia

» Considere um processo estocdstico definido pela sequéncia da va Ty, intervalo de tempo entre
eventos.

» Se {11, Ty, ...} sdo independentes e identicamente distribuidos, todos com densidade f(7),
esse processo é chamado de renewal process.

» Defina a varidvel de contagem Y7 como o nimero de eventos no intervalo [0, T).

» Defina ¢, = Zzzl T 0 tempo até o y-ésimo evento.

» A distribuicdo de ¢, determina a distribuigdo de Y7, mas é baseada em convolugéo.
» Sao distribui¢des fechadas para convolugdo: normal, Poisson, binomial e gama.

» Destas, apenas a gama é continua e positiva.
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Relacdo entre namero de eventos e intervalo entre eventos

» Intervalos entre eventos 7, ~ G(&, y), (omitindo k) temos

’Y’X

06) A ~eXp{—"yT},

f(T/“r '7) =

=

« «
E(t) =—, var(t)=—.
(=7 (T) =2
» Tempo até o y-ésimo evento
ﬁyzrl+...+TyNG(ya,f)/),

,},ytx ya—1
fy(ﬂ/“/’ﬂ = W'ﬂ -exp{—’yt?},

Y ya
E(¥) = ~—, var(d) = =.
(9) 7 (®) 2
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Relacdo entre namero de eventos e intervalo entre eventos

» A distribuicdo acumulada do tempo para ¢y é

T oye .
Fy(T)=Pr(d, <T) = /0 T(ya) A5 exp{—~t}dt.
» Segue que Y1 < y se e somente se ¢, > T. Assim
Pr(Yr <y) =Pr(8, > T) =1 — F,/(T);
» JaquePr(Yr =y) =Pr(Yr <y+1) —Pr(Yr <y), entdo

Pr(Yr =y) = F/(T) — Fy11(T).
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Relacdo entre namero de eventos e intervalo entre eventos

» Portanto, distribui¢do de Y7 é resultado da diferenca de acumuladas da distribui¢cdo Gama,

T ~ya
F(T) = Gy, T) = | o™ ew(athr @)
» Assim

Pr(Yr =y) = G(ya,7T) — G((y + 1)a,7T)

T Ayu
— T 1, _
= [ A F(ytx)t exp{—7t} dt]

y+1 Hly+1)a—1
/ (EES] ~exp{—7t}dt|.
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es para contagens: propriedades e modelos de regres:

Distribuicdo Gamma-Count

Ilustracao distribui¢ao Gamma-Count

L Il Il Il Il Il Il
G(a =5, B =5): underdipersion

Il Il Il Il Il Il Il
G(a =1, B =1): equidispersion

Density
4 0.00.20.40.60.81.01.2

3

Hazard
2

T T T
00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30

under

equi

over |- |® o R

Wagner H. Bonat, Walmes M. Zeviani & E

30 40 50 60

de regressdo para dados de contagem: além do modelo Poisson

Slide 28



Funcao de probabilidade

» Em R temos

dgc <- function(y, gamma, alpha, log = FALSE) {
p <- pgamma(q = 1, shape = y * alpha, rate = alpha * gamma) - pgamma(q = 1,
shape = (y + 1) * alpha, rate = alpha * gamma)
if (log == TRUE) {
p <- log(p)

¥
return(p)
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Distribui¢oes para contagens: propriedades e modelos de regressao Distribuicio Gamma-Count

DI=0.5 DI=2 DI=5 DI =20
o z | b ]
=y = 2 8-
1] £ o [-R=} =N}
8 S =+ S 8
kS £ £ g
S~ g =1 =1
g° EFS 2 D
g %5+ 25
g ]
=24 S s =<
3 = | |
3
el g g g4
ST T T T T T T ST T T T T T T ST T T T T T T o T T T T T T T
0 20 40 60 80 120 0 20 40 60 80 120 0 20 40 60 80 120 0 20 40 60 80 120
y y y y

Figura: Fungdo de probabilidade de acordo com valores do indice de dispersdo - Gamma-Count com y = 10.

» Indice de disperséo - DI = var(Y)/E(Y)
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Parametrizacao para modelo de regressao

» A média da variavel aleatdria Y7 é resultado de
o
E(Yr) =) i-Pr(i)
i=0
» Para um T cada vez maior, tem-se que
. Y
Y(T)~N (uc' /xz) '

» Note que DI = % assim & > 1 indica subdispersdo, &« = 1 equidispersdoe a < 1
superdispersao.
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Parametrizacao para modelo de regressao

» Considere que
% =exp{x'B} = v =aexp{x'B}.

Essa parametrizacdo produz um modelo de regressdo para a média do tempo entre eventos
definida por

od T
E(tlx) = 2 = exp{—x p}.
» O modelo de regressdo é para o tempo entre eventos (7) e ndo diretamente para contagem
porque, a menos que & = 1, nao é certo que E(Y;|x;) = [E(t;|x;)] L.
» Em R temos MRDCr: : gcnt(formula, data).
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Distribui¢Ges para contagens: propriedades e modelos de regressiao Distribuicao Poisson-Tweedie

2.3

Distribuic¢oes para contagens: propriedades e
modelos de regressao
Distribuicao Poisson-Tweedie
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Distribui¢Ges para contagens: propriedades e modelos de regressiao Distribuigao Poisson-Tweedie
Distribuicao Tweedie

v

Distribuicdo Tweedie (Jorgensen, 1997)

f(Zu ¢,p) =a(z, ¢, p)exp{(z¢p —k(p))/$},

onde u = E(Z) = k'(¢) é a média.
> ¢ > 0 e 1p sdo os pardmetros de dispersédo e candnico.

v

k(y) é a fungdo cumulante e a(z, ¢, p) é a constante normalizadora.

v

var(Z) = ¢uP onde p € (—o0,0] U [1,00) é um index determinando a distribuigao.

v

Casos especiais: Normal (p = 0), Poisson (p = 1), ndo-central gamma (p = 1.5), gamma
(p = 2), normal inversa (p = 3) e distribuicdes estdveis (p > 2).

Notagido Z ~ Twy (i, ¢).

v
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Distribuicao Poisson-Tweedie

v

Especificagdo hierarquica:

Y|Z ~ P(Z)
Z ~ Twy(u, ¢).

» Funcdo de probabilidade (p > 1)
7Y ex
) = [P0tz g, p) expl (2~ k(1) 9.

v

Forma fechada esta disponivel apenas no caso especial - binomial negativa (p = 2).

v

Pode ser aproximada por integracdo Monte Carlo e/ou integragdo Gauss-Laguerre.
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Integracao Monte Carlo

v

Resolve integrais da forma,
I = / x)dx.
NE
Seja uma fungdo densidade de probabilidade p(x) cujo dominio coincide com D, entdo

_ [ fB)
I= Dmp(x)dx.

v

v

E (%) pode ser estimado gerando nimero aleatdrios de acordo com p(x).

Avalia-se f(x)/p(x) para cada amostra e calcula-se a média.

v

v

Conforme o niimero de amostras cresce a média converge para o valor da integral.
» Tweedie é uma proposal natural.
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Distribui¢oes para contagens: propriedades e modelos de regressao Distribuigao Poisson-Tweedie

Funcao de probabilidade

» Em R temos

require(tweedie)

integrand <- function(x, y, mu, phi, power) {
int = dpois(y, lambda = x) * dtweedie(x, mu = mu, phi = phi, power = power)
return(int)

dptw <- function(y, mu, phi, power, control_sample) {
pts <- control_sample$pts
norma <- control_sample$norma
integral <- mean(integrand(pts, y =y, mu = mu, phi = phi, power = power)/norma)
return(integral)
}

dptw <- Vectorize(dptw, vectorize.args = "y")
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Funcao de probabilidade

» Exemplo

set.seed(123)

pts <- rtweedie(n = 1000, mu = 10, phi = 1, power = 2)

norma <- dtweedie(pts, mu = 10, phi = 1, power = 2)

control_sample <- list(pts = pts, norma = norma)

dptw(y = c(@, 5, 10, 15), mu = 10, phi = 1, power = 2, control_sample = control_sample)

## [1] 0.09374152 0.05902132 0.03539478 0.02171625
dnbinom(x = c(@, 5, 10, 15), mu = 10, size = 1)
## [1] 0.09090909 0.05644739 0.03504939 0.02176291
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Distribui¢Ges para contagens: propriedades e modelos de regressiao Distribuigao Poisson-Tweedie
Momentos e casos especiais

» Média e variancia marginal sdo facilmente obtidos

E(Y) = u
var(Y) = pu+pub.

» Casos especiais: Hermite (p = 0), Neyman-Type A (p = 1), Pélya-Aeppli (p = 1.5), binomial

negativa (p = 2) e Poisson inversa-Normal (p = 3).
» Cuidado! - Hermite é um caso limite.
» p é um indice que distingue entre importantes distribuicdes.
» Espago paramétrico de p é ndo trivial p € 0U [1,00).
» Estimacdo de p funciona como uma selegao de distribuicoes.
» Notagao Y ~ PTw, (i, ).
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Distribui¢Ges para contagens: propriedades e modelos de regressiao Distribuigao Poisson-Tweedie
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Figura: Distribui¢ao de probabilidade empirica (cinza) e funcdo de probabilidade aproximada (preta) por

valores do indice de dispersédo e valores do parametro de poténcia: Poisson-Tweedie com p = 10.
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Distribui¢Ges para contagens: propriedades e modelos de regressiao Distribuigao Poisson-Tweedie
Regressao Poisson-Tweedie

v

Considere (y;,x;),i =1,...,n, onde y;’s sdo iid realiza¢des de Y; de acordo com a distribui¢do
Poisson-Tweedie.

v

Modelo de regressao Poisson-Tweedie

Y; ~ PTwy(p;, ), sendo p; = g_l(xiTﬁ),

onde x; and B sdo vetores (p x 1) de covaridveis conhecidas e parametros de regressao.

v

Em R temos dptw() (ver Script2.R).
g funcdo de ligacdo (log link).

v
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Distribui¢Ges para contagens: propriedades e modelos de regressiao Distribui¢io COM-Poisson

24

Distribui¢des para contagens: propriedades e
modelos de regressao

Distribui¢ao COM-Poisson
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Distribui¢ao COM-Poisson

» Nome COM-Poisson, advém de seus autores COnway e Maxwell (também é chamada de
distribuicio Conway-Maxwell-Poisson).

» Proposta em um contexto de filas, essa distribuigdo generaliza a Poisson com a adi¢gdo de um
parametro.

» Modifica a relagdo entre probabilidades consecutivas.

> Distribuicdo Poisson > Distribui¢cio COM-Poisson
. v
PriY=y-1) _y %:%
PriY=y) A (Y =y)
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. . . ~ .
Distribui¢ao COM-Poisson

Distribuigdo de probabilidades

AY ad
f(y;)\,v)zm, em que Z(A,v):;)(j')v;e A>0,v>0
7 j= .

Casos particulares
» Distribuicdo Poisson, quando v = 1
» Distribui¢do Bernoulli, quando v — oo

» Distribuicdo Geométrica, quandov =0, A <1
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Assintocidade da fung¢ao Z
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Momentos da distribuicao

Na&o tem expressdo analitica, calculamos Aproximacado proposta por Shimueli (2005),
utilizando a defini¢do de média e variancia; boa aproximagdo parav < 1ou A > 10V
» E(Y)= Ly p(y) s E(Y)~ AUt
y=0 2v
oo 1
> var(Y) = ) ¥ p(y) — EX(Y) > var(Y) & o B(Y)
y=0

> Regressao COM-Poisson: A; = exp(x; B), em que x; é 0 vetor de covaridveis do i-ésimo
individuo e § o vetor de parametros.

» v é um parametro de dispersdo, v > 1 indica subdispersdo, v = 1 equidispersdoev < 1
superdispersao.
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Distribui¢Ges para contagens: propriedades e modelos de regressiao Distribui¢io COM-Poisson
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Figura: Distribui¢do de probabilidade por valores do indice de dispersao: COM-Poisson.
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Distribui¢Ges para contagens: propriedades e modelos de regressiao Comparando distribui¢des para contagens

2.5

Distribuicoes para contagens: propriedades e
modelos de regressao
Comparando distribuic¢des para
contagens
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Medindo propriedades das distribuicoes

» Relagdo média e variancia.
» Indice de dispersao:
DI — var(Y)
- E(M)
DI < 1 subdispersdo, DI = 1 equidispersado e DI > 1 superdispersdo.
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Relacao média variance (MV) e indice de dispersao (DI).
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Distribui¢Ges para contagens: propriedades e modelos de regressiao Comparando distribui¢des para contagens
z
Indice de infla¢dao de zeros

> Indice de inflagdo de zeros:

logP(Y =0
z1—14 08P =0)
E(Y)
ZI < 0 zero deflacionado, ZI = 1 ndo zero inflacionado e ZI > 0 zero inflacionado.
Model
GC
'Q._ o g.
e < |
4 o @ |
— 9 o
NS 31 ~
. ~
1 N
3 ° 31
IS -
T T T T O.- T T T T T T T T T T T
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Distribui¢Ges para contagens: propriedades e modelos de regressiao Comparando distribui¢des para contagens
z
Indice de cauda pesada

» Indice de cauda pesada:

HT

P(Y=y+1
pr= TVt gy
P(Y =y)
HT — 1 quando y — o indica cauda pesada.
Model
~~~~~~~~~~~~ PTW2 e
DI=5 DI =20
© |~

2 3

8 R i

o o
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R o
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Distribui¢oes para contagens: propriedades e modelos de regressao Comparando distribui¢des para contagens
Flexibilidade

Tabela: Modelo de referéncia e fatos dominantes por valores dos pardmetros de dispersao e poténcia.

Modelo de referéncia Fatos dominantes Dispersdo Power
123Poisson Equi — —
lGamma-Count Sub, Equi, Super, deflacdo de zero a <1 —
2COM-Poisson Sub, Equi, Super, deflacdo de zero v <1 —
SHermite Super ¢ >0 p=20
3Neyman Type A Super, Zero-inflacionado ¢ >0 p=1
3Poisson compound Poisson  Super, Zero-inflacionado ¢ >0 1<p<2
3polya-Aeppli Super, Zero-inflacionado $>0 p=15
3Negative binomial Super ¢ >0 p=2
3Poisson positive stable Super, Cauda pesada ¢>0 p>2
3Poisson-inverse Gaussian ~Super, Cauda pesada ¢ >0 p=3

1 Gamma-count, 2 COM-Poisson e 3 Poisson-Tweedie.
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Método de maxima verossimilhanca

3

Método de maxima
verossimilhanca
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Método de maxima verossimilhancga

» Conhecemos a distribui¢do que gerou os dados f(y; 0).
» Mas néo seu vetor de parametros 0 € ©.
» O em geral é um subconjunto do R".

» Dado y uma observagdo da va Y a fungdo de verossimilhancga

L(6;y) = f(y;0).

» Note que f(y; 0) é uma fungéo de probabilidade no espago amostral.
» Porém, L(6;y) = f(y;0) é uma fungdo no espago paramétrico ©.

» L(6;y) expressa a plausibilidade para diferentes valores dos parametros ap6s observarmos y
sem ter nenhuma outra informac&o sobre 0.

» Para dados de contagem a verossimilhanga é a probabilidade de observar o ponto y caso 0 seja
o verdadeiro valor do parametro.
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Estimador de maxima verossimilhanga

» Estimador de méxima verossimilhanga (MLE) L(8(y);y) = réﬂag(L((-); ).
S

» Seja Y; iid va com funcgdo de probabilidade f(y; 6) entdo
n n
L(6;y) = [TL(6;y:) = [ f(vi;0).
i=1 i=1
» Log-verossimilhanca

(0) = Y log{L(®;y)}.

i=1
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Estimador de maxima verossimilhanga

» MLE em geral pode ser obtido como a solugdo das equagdes de verossimilhanga (ou escore)

()" o)) _
u(e)_<ael W) o

» Solugdes analiticas sdo raras e métodos numéricos sao necessarios.

» A entrada (i,) da matrix p x p de informacéao de Fisher Fy para o vetor 6 é dada por
024(8)

08U+ = 0t) — F1u(01).

» Algorithm Newton scoring

> Distribuigao assintotica  ~ N(6, F, ).
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Comentarios MLE

» A verdadeira distribui¢do que gerou os dados é conhecida.
» E possivel obter de forma analitica a primeira e segunda derivada da log-verossimilhanca.
> A log-verossimilhanca é

@ Poisson sem problemas!

© Gamma-Count: diferenga de duas integrais.

© Poisson-Tweedie: expressa como uma integral sem solugéo analitica.
@ COM-Poisson: envolve uma soma infinita.

» Nestes casos ndo é possivel obter expressodes fechadas para as fun¢des escore e matriz de
informacgéo de Fisher.

» Solugdo! Maximizar diretamente a log-verossimilhanca usando algum método quase-Newton
ou derivadas-free.

» Exemplos BFGS, Gradiente conjugado, Nelder-Mead.
» Ver funcdo optim() em R.
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Método de maxima verossimilhanca

Exemplo: MLE distribuicio Count-Gamma

» Log-verossimilhanca

dgc <- function(y, gamma, alpha, log = FALSE) {
p <- pgamma(q = 1,
shape = y * alpha,
rate = alpha * gamma) -
pgamma(q = 1,
shape = (y + 1) * alpha,
rate = alpha * gamma)
if(log == TRUE) {p <- log(p)}
return(p)
3

11_gc <- function(gamma, alpha, y) {
11 <- sum(dgc(y = y, gamma = gamma, alpha = alpha, log = TRUE))
return(-11)

}
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Método de maxima verossimilhanca

Exemplo: MLE distribuicio Count-Gamma

Maximizagdo numérica e ajuste final

require(bbmle)

y <- rpois(100, lambda = 10)

fit_gc <- mle2(ll_gc, start = list("gamma” = 10, "alpha" = 1),
data = list("y" =y))

fit_gc

it

## Call:

## mle2(minuslogl = 11_gc, start = list(gamma = 10, alpha = 1),
## data = list(y = y))

##

## Coefficients:

## gamma alpha

## 9.5321032 0.8224768

##

## Log-likelihood: -263.21
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Modelos especificados por suposi¢des de momentos

4

Modelos especificados por
suposicoes de momentos
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Modelos especificados por suposi¢des de momentos Especificagao

4.1

Modelos especificados por suposi¢des de
momentos
Especificacao
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Modelos especificados por suposi¢des de momentos Especificagao
Motivacao

» Assumem que a distribuic¢do de probabilidade é completamente conhecida a menos de um
vetor de parametros.

» Na prética pode ser dificil escolher uma particular distribuicao.

» Dificil de estimar usando métodos baseados em verossimilhanca.

» Nem sempre a esperanca é conhecida.

> O efeito das covaridveis ndo sdo diretamente relacionados a esperanga da va.

» Abordagem mais geral que se adapte automaticamente a estrutura de dispersdo dos dados.
» Fécil de implementar.

» SOLUCAO: Poisson-Tweedie estendida.
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Modelos especificados por suposi¢des de momentos Especificagao

>

>

Modelos de regressao

Considere (y;,x;),i =1,...,n, onde y;’s sdo iid. va’s.
Especificagdo paramétrica completa:

Yi ~ PTWP<‘MZ', (P)
Especificagdo baseada em momentos:

E(Y;)) =
var(Y;) = pi+pul

onde g(u;) = 17; = x;' B, x; e B sdo (p x 1) vetores de covaridveis conhecidas e parametros de
regressao desconhecidos.

(1-p)

i

var(Y;) > 0, assim ¢ > —u
g fungdo de ligagdo (log link).

= sub, equi e superdispersao.
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Modelos de regressao

» Poisson-Tweedie estendida pode lidar com subdispersdo ¢ < 0.

p=2

06 08 10
I

DI
0.4

Figura: Indice de dispersao como uma fungdo da média por valores dos pardmetros de dispersao e poténcia.

» Maxima verossimilhanga precisa da especificacdo paramétrica completa.
» Fungdes de estimagao (Bonat, et. al. 2016)
» Espago paramétrico para o parametro de poténcia é livre (p € ).
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Modelos especificados por suposi¢des de momentos Estimagao e Inferéncia

4.2

Modelos especificados por suposigdes de
. momentos |
Estimacao e Inferéncia
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A ~
Parametros de regressao

v

Sejaf= (B',A" = (¢,p)")" o vetor de parametros.
Fungdo quasi-score para os parametros de regressao

T
(Z a.uzc Zaﬂz C ‘ui)T> i

onde C; = p; + ([)yf edu;/dB; = pixjjparaj=1,...,p.

v

> A entrada (j, k) da matriz p x p de sensitividade para yg ¢ dada por
n
Sy = ( T g, (B, A)) le uixiiCi ity ©)
i=
» A enrada (j, k) da matriz p x p de variabilidade para g ¢ dada por
n
Vlgjk = Var(l/)lgjk (ﬂ, A)) = Z ptixijCi_lxikyi. 4)
i=1
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. . ~
Parametros de dispersao

» Funcao de estimacdo de Pearson

;
Pr(\B) = (DM —m)z—cif,;wip[(yi—mf—cif),

onde Wiy = —aC; ' /d¢ e Wy, = —aC; ' /dp.
» A entrada (j, k) data matriz 2 x 2 de sensitividade é dada por

a n
Sx =E (a—)\kl/uj (A, ﬁ)) = =) Wip,GiWi,, G, ®)

i=1

onde A; e A, denota ambos ¢ ou p.
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Matriz de sensitividade cruzada

» A matriz de sensitividade cruzada é dada por

d
Spyn, = E (599, (B.)) =0 ©)
€ n
Shipy = ( br ¥, (A, B) ) = - ;Wi/\jciwiﬁkci/ )

onde W5, = —9C; ! /9py.
» A matriz de sensitividade conjunta para o vetor 6 é dada por

(S 0
Se_(sw 5A>’

cuja entradas sdo definidas por (3), (5), (6) e (7).
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Matriz de variabilidade

» A matriz de variabilidade para 0 tem a forma

Vg Vi,
= AR
Yo (VM* Va )
> Vg foi definido em (4).
> As entradas para matriz de variabilidade empirica sdo dadas por
n
Vi = 2¢Aj(A/ﬁ)i¢Ak(A/ﬁ>i e

Vag = Zw (A, B)ivg, (A, B)i.
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Distribuicao assintética e algoritmo de ajuste

» Faca 0 denotar o estimador funcio de estimacao.
» A distribuicdo assintética de § é dada por

6 ~N(8,J,'), onde Jp=5,"VeS,!

é a matriz de informagao de Godambe.
» Algoritmo Chaser

gty = gl Sgllpﬁ(ﬁ(i),/\(i))
A(H_l) — A(l) _ asxllpA(ﬂ(i+l),A(i)).

» Facilmente implementado em R através da fungdo mcglm() do pacote mcglm (BONAT, 2016).
» « é um funing constante para controlar o tamanho do passo.
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Aplicagoes

5

Aplicacoes
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